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QUESTAO 1
a) Apos o preenchimento de todo o tabuleiro seguindo esta regra, sejam a,, a,, a,, ..., &, 0S NUMEros

presentes nesta diagonal, sendo a, o nimero localizado na linha k e coluna k. Deste modo, temos, por

exemplo, que a; =1.

E possivel notar que, com relagdo ao nimero central (a,), 0s nimeros escritos nas casas localizadas na

“diagonal abaixo” (uma casa para direita e uma para baixo) sdo os quadrados dos nimeros impares.
Assim:

a,=3=9

a,=5"=25
a,=7"=49
a,=9"=81
a, =112 =121

Por outro lado, com relagdo ao nimero central (a;), 0s nimeros escritos nas casas localizadas na

“diagonal acima” (uma casa para esquerda e uma para cima) sdao os quadrados dos numeros pares
acrescidos de uma unidade. Assim:

a,=2°+1=5
a, =4 +1=17
a, =6>+1=37
a,=8"+1=65
a, =10 +1=101

Logo, a soma de todos os nimeros presentes na diagonal assinalada pela seta na figura é:
S=a+a,+a,+..+a,+a,

S=101+65+37+17+5+1+9+25+49+81+121
S =511
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b) Em um tabuleironxn, com n impar, seguindo a mesma regra de constru¢do dos nimeros a partir da
casa central, sabemos que o nimero localizado no canto inferior direito é n®, ja que podemos usar a
mesma ideia do item anterior.

n-1

A

hd

n-1

Como a ultima linha possui n elementos, o nimero do canto inferior esquerdo é

x=n’*-(n-1)

Seguindo 0 mesmo raciocinio, o0 nimero do canto superior esquerdo é:

y=x-(n-1)
y=n’-n+1-n+1

y=n’>-2n+2

E 0 nimero do canto superior direito é:

z=y-(n-1)
z=n*-2n+2-n+1

lz7=n?—3n+3|

Portanto, a soma dos nimeros localizados na casa do canto inferior esquerdo e na casa do canto superior
direito é:

X+z=n>-n+1+n*-3n+3

Ix+z=2n"—4n+4|
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QUESTAO 2

a) Considerando a secdo meridiana do cone com o furo cilindrico ilustrada abaixo e usando semelhanga
de tridngulos, temos que:

A

|

|

|

| 8_8-h

l 8 mm 8 2R

T = 2R =8-h
hi —[h=8-2R
|

l R v

+“— 8mm —

b) A érea lateral do furo cilindrico é dada por:

A =2nRh
A =2nR(8-2R)
A =-41R* +167R

c) A érea lateral do furo cilindrico é uma funcdo quadratica do seu raio. Como o coeficiente do termo
quadratico é negativo, a rea lateral terd um valor maximo, o que ocorre quando R for igual a:

167
R, 2.(_4n):> y mm

Neste caso, a altura do furo cilindrico sera:

h, =8-2R, =|h, =4 mm

Logo, a area lateral maxima do furo cilindrico seré:

A arina = —4m- 22 41612 =5 | A i =161 mm?




L aw Il Olimpiada de Matematica dos Institutos Federais

MATEMATICA DOS IFF — Campus Campos Centro — 2019
INSTITUTOS FEDERAIS

d) Vamos, primeiramente, calcular os volumes do cone e do furo cilindrico de area lateral maxima:

Veone :%-n-42 8= Voo :% mm®
Voo =122 4=V, =161 mm®
O percentual pedido é:
Ve, 16x

0| w

=0,375=37,5%
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QUESTAO 3

a) Para cada uma das 28 casas da Regido 1 em que a Torre for
posicionada, ha 22 casas onde o bispo ndo pode ser colocado de modo a
garantir que ele ndo fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre,
ou seja, ha 64 —22 =42 casas onde 0 bispo pode ser posicionado.

Logo, o nimero de maneiras em que podemos posicionar uma torre e um
bispo neste tabuleiro, de modo que a Torre fique na Regido 1 e o Bispo
nao fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre é:

28-42=1176

b) Para cada uma das 20 casas da Regido 2 em que a Torre for
posicionada, ha 24 casas onde o bispo ndo pode ser colocado de modo a
garantir que ele ndo fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre,
ou seja, ha 64 —24 =40 casas onde 0 bispo pode ser posicionado.

Logo, o nUmero de maneiras em que podemos posicionar uma torre e um
bispo neste tabuleiro, de modo que a Torre fique na Regido 2 e o Bispo
nao fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre é:

20-40 =800

c) Para cada uma das 12 casas da Regido 3 em que a Torre for
posicionada, ha 26 casas onde o bispo ndo pode ser colocado de modo a
garantir que ele ndo fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre,
ou seja, ha 64 —26 =38 casas onde 0 bispo pode ser posicionado.

Logo, o nUmero de maneiras em que podemos posicionar uma torre e um
bispo neste tabuleiro, de modo que a Torre fique na Regido 3 e o0 Bispo

nao fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre é:

12-38 =456
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Para cada uma das 4 casas da Regido 4 em que a Torre for posicionada,
ha 28 casas onde 0 bispo ndo pode ser colocado de modo a garantir que
ele ndo fiqgue na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre, ou seja, ha
64 — 28 = 36 casas onde o0 bispo pode ser posicionado.

Logo, o nUmero de maneiras em que podemos posicionar uma torre e um
bispo neste tabuleiro, de modo que a Torre fique na Regido 4 e o Bispo
nao fique na mesma linha, coluna ou diagonal da Torre é:

4.36 =144
Ora, ao posicionarmos uma Torre no tabuleiro, ela obrigatoriamente ficara ou na Regido 1 ouna 2 ouna 3
ou na 4. Logo, o nimero de maneiras em que podemos posicionar uma Torre e um Bispo neste tabuleiro,

de modo que eles ndo fiquem na mesma linha, coluna ou diagonal é:

1176 +800 + 456 +144 = 2576
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QUESTAO 4

a) Como o triangulo ADC é retangulo em D, podemos concluir, pelo Teorema de Pitagoras, que:

AC?

AC? =6° +8°

= AD? +CD?

Sabemos que, em todo retangulo, os lados opostos sdo paralelos e os seus quatro angulos internos sao

retos. Assim, pelas informacdes do enunciado, temos que PG ¢ paralelo a CD e, por serem ambos 0S

segmentos cortados por uma mesma transversal (AC), concluimos que os angulos APG e ACD sdo

correspondentes e, portanto, ttm mesma medida. Os angulos AGP e ADC sio também, pelo mesmo
motivo, correspondentes e, portanto ttm mesma medida (ambos iguais a 90°). Deste modo, os triangulos
APG e ACD séo semelhantes, pelo caso angulo-angulo. Portanto:

PG _ AP _

PG

CD AC 8

X

=
10

b) Usando a mesma semelhanca de triangulos do item anterior, temos que:

AG AP

AG

= =
AD AC 6

c) A regido cinza da figura, que tem area A(x)

X

10

=|AG=—

3X
5

Calculemos cada uma dessas areas, em funcdo de x, para 0< x<10:

1

A E-PG-AG AABPEzé-BE-EP
1 4x 3x 1 3x
M35 s Awe =3 (-5 )
—_ 1 (24x 12x
Mre 25 “PET o 5 25

12x  6Xx

AABPE 5 _2_5

, € formada pela unido dos tridngulos APG, BPE e CPF.

1
AACPF:EC
1
eife 1(6——1
1 24x  24x 12x?
=—-| 48— - +
ACPF 2 ( 25 ]
24x 6x
Ascer = 24— 5 25
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Logo, para 0<x <10:

A(X) = AAAPG + AABPE + AACPF

6x? 12x 6 24X
A =55+ % 4__%

A(x):ix —Ex+24
25 5

d) A(x ) uma fungdo quadrética de x. Como o coeficiente do termo quadratico € positivo, A(x ) tera

um valor minimo, o que ocorre quando x for igual a:

s e
(s) *

25
Neste caso, teremos a &rea minima igual a:
6 12
Aviin :%'51—?'54-24

Ay =6-12+24
AMin :18
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QUESTAO 5

a) Primeiramente, note que EBC e B,BC referem-se ao mesmo angulo. Como B,AC e B,BC sdo dois
angulos inscritos na circunferéncia que interceptam o mesmo arco B,C, eles necessariamente tém a

mesma medida. Logo, Bl,&C e EBC tem a mesma medida

b) Os tridngulos DAC e EBC possuem um angulo reto cada um (com vértice em D e E, respectivamente)
e um angulo em comum (com vértice em C). Logo, pelo caso AA (angulo-angulo), estes triangulos séo
semelhantes e, portanto, o terceiro angulo de cada um deles devem ser iguais entre si também. Logo,

DAC e EBC tem a mesma medida.

c) Os triangulos AEG e AEB; sdo congruentes
pelo caso ALA (angulo-lado-angulo), ja que os
seus angulos de vértice em A possuem medidas
iguais, como mostrado nos itens anteriores,

apresentam o lado AE em comum e possuem
angulo reto de vértice E.

Logo, os segmentos EG e EB, possuem mesmo

comprimento e, portanto, os triangulos AGC e
AB;C possuem mesma 4&rea, pois apresentam

mesma base (AC) e alturas de mesmo
comprimento.

De maneira analoga, pode-se provar que as areas
dos triangulos AGB e AC;B séo iguais e que as
areas de BGC e BA;C sdo iguais.

Portanto, temos que:

Seciagca; = Sacc +Sasc +S8ac T Seac +Sace T Sacs
=Sacc T Sacc +Seec *+ Seec T Sacs + Sacs
=2-(Sacc *+Sacc +Sacs)
=2-Sppe
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d) Sejam D, E e F os trés pés das alturas do triangulo ABC, como indicado na figura a seguir.

A y
(-1,3)=C

(-2,0)=B F A=(2,0)
Pode-se facilmente perceber que as coordenadas do ponto F séo:
F=(-10)
Para que possamos descobrir as coordenadas dos pontos D e E, a fim calcular a area do triangulo értico

posteriormente, devemos, primeiramente, encontrar as equacdes das retas AC, BE, BC e AD para,
depois, encontrar as suas interseccoes.

Determinacdo do ponto E:

A equagdo da reta AC é do tipo y =m, x+n,. . Temos que:

Myc :ﬂ:> Myc =-1
-1-2

Como AC contém o ponto A =(2,0), temos que

0=-1-2+n, =[N =2

Logo, a equacéo da reta AC é
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A equagio da reta BE é do tipo y =m__x+n,.. Como BE é perpendicular a AC, temos que:

=—=m; =1

Como BE contém o ponto B =(~2,0), temos que

0=1-(-2)+Ng = |Nge =2

Logo, a equacdo da reta BE é
y=X+2

O ponto E pode ser obtido resolvendo-se o sistema:

= X+2
{y X+ =[x=0] e |y=2|=|E=(0,2)

y=X+2

Determinacdo do ponto D:

A equacio da reta BC é do tipo y = Mg X + Nge . TEMOS que:

Mg :i: Mg =3
(2

Como BC contém o ponto B =(-2,0), temos que

0=3:(—2)+Ng. = |Ng. =6

Logo, a equacéo da reta BC é
y=3X+6

A equagio da reta AD é do tipo y=m, x+n,,. Como AD é perpendicular a BC , temos que:

e et Y P
Mee 3 3

My =
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Como AD contém o ponto A =(2,0), temos que

1 2
0:—§-Z+I’IAD = nAD :g

Logo, a equaco da reta AD é

3 3
O ponto D pode ser obtido resolvendo-se o sistema:
y=3X+6
1 2=[x=-16|e |[y=12/=|D=(-16; 12)
y=—=X+—
3 3
A érea do triangulo ortico (DEF) é:
s 11 0 -16 -1
200 2 12 0

S:%F2+&2+Lﬂ

s-14
2

S=12



